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Logique des propositions

Rappel 1 :

[, conjonction, et
[, disjonction, ou

-, négation

O, implication

Exercice 1

Donner la table de vérité de :
1. la conjonction

la disjonction

la négation

l'implication

(-A OB)

wok

Exercice 2

Les propositions P, Q, R sont définies de la maniére suivante :
P: J'ai soif.
Q: Mon verre est vide.
R: I est trois heures
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écrivez chacune des phrases suivantes sous formes de formule logique impliquant P,

Q,R.
Par exemple : J'ai soif mon verre n'est pas vide correspond a : (P [1= Q)

1. Il est trois heures et j'ai soif.
ROP
2. S'il est trois heure alors j'ai soif.
RO P
3. Sij'ai soif alors mon verre est vide.
POQ
4. Sije n'ai pas soif, alors mon verre n'est pas vide.
-PO0-Q

Exercice 3

P est la proposition selon laquelle les roses sont rouges et Q et la proposition selon
laquelle les violettes sont bleues. écrivez chacune des phrases suivantes sous formes
de formule logique impliquant P, Q.
1. Siles roses ne sont pas rouges, alors les violettes ne sont pas bleues.
~P0-0Q
2. Les roses sont rouges ou les violettes ne sont pas bleues
‘P 0-Q
3. Soit les roses sont rouges soit les violettes sont bleues (mais pas les deux)

(P 0Q) 0~ (POQ)

Montrer avec une table de vérité que les propositions 1 et 2 sont équivalentes.

P 0 -P =0 -P0-Q | PO-Q

F F \Y% % \Y%

F \% F F F
F \Y%

\% \% F F Y

‘—- PO - Qestéquivalenta P [1- Q

Exercice 4

Une formule est une tautologie ssi elle est toujours vraie montrer avec une table de
vérité que les formules suivantes sont ou ne sont pas des tautologies.

1. = (PO-P)
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P =P P[]-P = (P [J-P)
A% F
\Y% F F
‘—- (P O~=P) est une tautologie
2. (PO =P
P =P P[] =P
F \Y% \Y
A% F F

‘(P U = P) n'est pas une tautologie

3..(pO®O QYU Q)

Exercice 5

On juge trois hommes : A, B et C.

On sait que :
1. Si A est innocent ou B coupable, alors C est coupable
2. Si A est innocent alors C est innocent.

Montrer en utilisant une table de vérité que A est coupable.

Propositions :

CA : A est coupable
CB : B est coupable
CC : C est coupable

Hypothéses :

Si A est innocent ou B coupable, alors C est coupable : (- CA [

CB) 0 CC

Si A est innocent alors C est innocent ;: = CA [ = CC

‘But :
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cA CB cc (-CA O CB)O CC ~CAO = CC
F F F \Y%
F \% \Y% F
F \Y% F F \%
F \Y% \% \% F
\% F F \% \%
\% F \% \% \Y%
\Y% \Y% F \%
\Y% \% \Y% \% \%

Sous des hypothéses vérifiées A est coupable

Exercice 6

Un vol a été commis. 3 malfaiteurs A B C sont appréhendés. On établit les faits
suivants :

1.

Nul autre que A B ou C ne peuvent étre impliqués

2. A ne travail jamais sans complice

3. C est innocent

B est-il innocent ou coupable ?

Propositions :

CA : coupable A
CB : coupable B
CC : coupable C

Hypothéses :

Buts :

CAOCBOCC

CA O (CBOCC)

- CC
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CBou- CB
CA CB cC -CC CAOCBLO| cAO (CB
cc acao)

F F F A% F

F F \Y F A% v

F \Y% F A% \Y% \Y

F \Y \Y F \Y% \Y

A% F F A" \Y F

\Y% F \Y% F \Y% \Y%

A% A% F A% A% \Y

A% \Y% \Y F \Y \Y

Sous des hypothéses vérifiées B est coupable

Rappel 2 :
A |—A, A axiome
Régles gauches :
rABJA
rLAOB |A =

AFA T,BRA
LAOB |A

H

5/40



SCI 110 Outils mathématiques pour 1’informatique 2011

IUT 1, département SRC Jean-Francgois Berdjugin, Jean-Frangois Remm
kA, A
r-AlA :
rka,a TI,BlA
AOB |A ¢
M A aff
MAFA
M AALA .
contracuong
MAFA

Régles droites :

rFA, A T}FB,A

L

rFAOB, A

kA, B, A o

rFAOB, A
rLAFA
rk=aA,A ‘

6/40



SCI 110 Outils mathématiques pour 1’informatique 2011

IUT 1, département SRC Jean-Francgois Berdjugin, Jean-Frangois Remm
L A}FB,A -
ka0 B, A !
[ A
|_ aff,
kA, A
MrFAA, A .
contraction,
VNN

NLAFA TFAA
rFa

cut

Exercice 7

Quelle est la régle utilisée dans la preuve suivante :

?1
rA}AB

‘Axiome avec ['/I" et A/A et B/A

Exercice 8

Quelles sont les reégles utilisées dans la preuve suivante :

22
rA}FAB
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21
A -A}lB

1. —,avec,A/l" et A/A et B/A
2. Axiome avec [/ et A/A et B/A

Exercice 9

Quelles sont les regles utilisées dans la preuve suivante :

0
A,B}B,C >

2 23
CIB,C AOB }B,C

72
(AOB)OC }B,C

21
(AOB)OC F(®BOC)

[havec (ALB) UC/T et B/Aet C/B
[, avec (A B)/A et C/B et B,C/A
[, avec A/A, B/B, B,C/A

axiome avec C/A , B/A

axiome avec B/A, A/l', C/A

0 g 2 W =

Exercice 10

Supposons qu'on me demande : Est-il vrai que si tu aimes Eve alors tu aimes
Marguerite aussi ? Et que je réponde : Si c'est vrai alors j'aime Eve.

En utilisant le calcul des séquent qu'en déduisez vous ?
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Propositions :
E : j'aime Eve

M: j'aime Marguerite

Hypothese :
- (EDM)OE

‘But :

- E
Séquent: (EOM) OE }E

axiome
EFM,E _
Ly axiome
F(EOM),E E}E .
(EOM)O E }E ¢
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Logique des prédicats

Rappel :
Des quantificateurs :
« 0 quantificateur universel, quelque soit
+ [quantificateur existentiel, il existe
« [ ou [j il existe un et un seul
Si x représente un étudiant et P(x) le prédicat selon lequel x a les yeux bleus alors :
« Ux e P(x) signifie tous les étudiants ont les yeux bleus
- Ux e P(x) signifie il existe un étudiant qui a les yeux bleus
Des équivalences :

« = (Oxe P(x)) =0x e = P(x), il n'existe pas d'étudiant qui a les yeux bleus,
quel que soit I'étudiant, il n'a pas les yeux bleus.

- =~ (0Oxe P(x)) =0x e = P(x), On ne peut avoir I'ensemble des étudiants qui
ont les yeux bleus, il existe un étudiant qui n'a pas les yeux bleus.

Des occurrences de variables libres et des occurrences de variables liées :
Soit x une variable et F une formule.
«  SiF=P(t, ..., tn) alors toutes les occurrence de x dans F sont libres.

- SiF=A%*B (ou* estun connecteur binaire), alors les occurrences libres de x
dans F sont les occurrences libres de x dans A et les occurrences libres de x

dans B.

-« SiF=- A alors les occurrences libres de x dans F sont les occurrences libres
de x dans A.

« SiF=0xe*P(x,..)ouF=0xe P(x, ...) alors x n'a aucune occurrence libre
dans F

- SiF=0ye*P(x, ..)ouF=0ye* P(x, ...) avec y # x, alors les occurrences
libres de x dans F sont les occurrences libres de x dans P

Exemple :

- Oxe(Axy) O (Oxe* B(x)) O ye* C(x,y))), la premicre et la troisiéme
occurrence de x sont liées au premier quantificateur universel, la seconde
occurrence de x est liée au deuxiéme quantificateur universel. Le premiére
occurrence de y est libre, la deuxieme liée.

Des variables liées, libres, des formules clauses, soit x une variable et F une formule
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Les occurrences li€es de x sont les occurrences non libres de x dans F

Une variable libre de F est une variable de F dont au moins une occurrence est
libre?

Une variable li¢e de F est une variable non libre de F (toutes les occurrences
sont li¢es)

Une formule close est une formule dont toutes les variables sont liées.

Dans I'exemple précédant, x est est liée, y est libre et la formule n'est pas close.

La possibilité de réaliser des substitutions :

Soit F une formule, x une variable et t un terme. F[t/x] désigne F dans laquelle
chaque occurrence libre de x a été remplacée par t.

Dans l'exemple précédant F[v/x] = Ox e+ (A(x,y) U (Uxe* B(x)) ULy C(x,y))) =
FetF[viy]=UOxe* (A(x,v) U (Ux* B(x)) Uy * C(x,y)))
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Un calcul des séquents :
I, Plt/x] FA -
M OxePx) A ¢
I, Ply/x] A
I, Ox e Px) FA O
I FPly/x], A .09
MrFOxe P(x),A

M FPltx], A
M FOx e P(x), A

L

(*) : y non libre dans I', ni dans A

Des propriétés :
|—Dx° (Px) QX)) « Uxe P(x) UUx* Q(x)
|-DX * (P(x) QX)) = Ux e P(x) Ux * Q(x)
FOxe®Px) O Qx) D (OxePx) 0 Oxe* QX))
FOx+ (@ Qxy) 0 P(x) 0 Ox+ (Dy+ Qlxy) 0 PX))
F- (OxePx) = Ox* - P(x)
F- (Ox+P®x) = Ox* - P(x)
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Exercice 11
Socrate est un homme,
tous les hommes sont mortels,

donc socrate est mortel.

Soit H(x) le prédicat x est un homme, M(x) le prédicat étre mortel.
Notre énoncé devient en logique des prédicats :

- H(socrate)

« Oxe Hx O M®Xx))

«  M(socrate)

Soit B(x) le prédicat x est une baleine, M(Xx) x est un mammifere, Pair(x) x est un
entier pair, formalisez en calcul des prédicats les énoncés suivants :

1. Les baleines sont des mammifeéres.

Oxe+ (B(x) O M(x))

2. Les entiers sont pairs ou impairs.
O x e« (Pair(x) 0~ Pair(x))

3. Il existe un entier pair.

Ox » Pair(x)

Exercice 12
Formaliser en logique des prédicats les propositions suivantes :
M(x) le chat x a des moustaches

1. Tous les chats ont des moustaches
Ox* M(x)

2. Il existe un chat sans moustaches
Ox * = M(x)

3. Aucun chat n'a des moustaches

‘Dx * = M(x)
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Exercice 13

Formaliser en logique des prédicats les propositions suivantes :

Grand(x) : x est grand

Gros(x) : X est gros

1. 1l existe une personne qui soit petite et grosse
Ox » - Grand(x) 0 Gros(x)

2. Il n'existe personne qui soit grand et mince
‘D x ¢ = Grand(x) U Gros(x)

3. Il existe une personne qui soit petite ou mince.

‘DX e = Grand(x) - Gros(x)
Laquelle est la négation d'une autre.

‘ Aucune

Exercice 14
Formaliser en logique des prédicats 1'énoncé suivant :

C(x) :xestuncompte

Cour(x) : X est un compte courant
Epar(x) : X est un compte d'épargne
Client(x) : x est client

Poss(x,y) : X possede y

Une banque gere pour ses clients deux types de comptes : les comptes courant
et les comptes épargne.

Oxe C(x) U (Cour(x) LJEpar(x))
U x ¢ Courant(x) [J (C(x) = Epar(x))
Ux e Epar(x) I (C(x) L~ Cour(x))

Chaque compte appartient a un client unique
Dxe (C(x) 0 Diy (Client(y) 0Poss(y.x))

Un client peut posséder plusieurs comptes courants mais un seul compte
d'épargne.
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Oxe Oye (Client(x) O Epar(y) OPoss(x,y)) 0 (Cy Epar(y) O
Poss(x,y))

Le quantificateur [} ([) qui signifie existence unique est autorisé.

Exercice 15
X, y, z sont des entiers.
Les propositions suivantes sont-elle vraie, sinon énoncer leur négation :
1. Ox ¢ x*>5
‘x=3
2. Ox ¢x*>5

si x=2 alors = (x* > 5)

Oxex*<5

3. Ox ¢ 0y ey>x?
‘il suffit de prendre y = (x +1)?

4, Oy e Ox sy>x’
si x =y alors = (y > x?)

Oy e Ox e y<x?

5. Ox ez ey ex<y<z

si x=z alors = (x <y <z)

Ux ez ey ex2yly22z

Exercice 16
X est un entier
Ecrivez la formule en logique des prédicats qui énonce :

1. les carrés de tous les entiers sont non négatifs.
‘D x ¢ x*20

2. il y aun nombre qui est égal a ce méme nombre mis au carré.
‘Dx e xX’=x

3. Pour tout entier, il en existe toujours un plus grand.

‘Dx° Uyey>x
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Exercice 17

En utilisant la convention suivante :

g : Georges

EstAJeun(x) X esta jeun
EstUnBretzel(x) : X est un bretzel
Aime(x,y) X aime y
Mange(x,y) : X mange y
Mache(x,y) : X mache y
Meére(x,y) ;X est mere de y
Ecoute(x,y) : X écoute y
Déteste(x,y) : X déteste y
Justice(x) : X est une justice
Posséde(x,y) : X possede y
Limite(x) : X est une limite

Traduisez les formule suivantes :
1. EstAJeun(g) < Vient(g)
‘Georges est a jeun ssi il vient
1. Ux e (Bretzel(x) I Aime(g,x))

‘Georges aime tous les Bretzels

2. [k e (Bretzel(x) Mange(g,x) Uy * (y =x [ —=mache(g,y)))
‘Georges mange des Bretzels mais il ne les mache pas

1. ke Oye* (Mere(y,g) = y=x)UEcoute(g,x)) I Ux * (Bretzel(x) [
Mache(g,x))

‘Si Georges écoutait sa mere, il macherait les bretzels
3. Ux e Uy e Déteste(x,y) L=k » Ly Déteste (x,y)

‘Tout le monde déteste quelqu'un mais personne ne déteste tout le monde
1. [z ke Uy ((Justice(y) = y=x) JPosséde(x,z) L] Limite(z))

‘La justice a des limites

16/40



SCI 110 Outils mathématiques pour 1’informatique 2011
IUT 1, département SRC Jean-Francgois Berdjugin, Jean-Frangois Remm

Théorie des ensembles

Rappel :
Océan = {Pacifique, Arctique, Atlantique, Indien}

Océan est un ensemble composé de quatre éléments : Pacifique, Arctique,
Atlantique, Indien.

On note Pacifique 0 Océan , I'é1ément pacifique appartient a 'ensemble des océans.

Si x est une ¢élément et S un ensemble alors : x S <« = (x O S)

X n'appartient pas a S.

11,2,31={1,1,2,3}=12,3,1}

L'ensemble vide est noté [ ou {}

Un ensemble peut étre défini par un prédicat : S = {x:T | P ® e} avec x une variable, P
un prédicat, T un autre ensemble et e une expression. S est I'ensemble contenant les
valeurs de e tel que p est vrai lorsque x [ T.

Par exemple
N = {x:Z|x 20} représente I'ensemble des entiers positifs
S={x:N|x<4ex*}=1{0,149}
{x:T|P}={x:TIPe*x}
U ={s:T]|faux}

L'ensemble des sous ensemble est noté [ . Par exemple :

U {A,B,C,D}={U,{A},{B},{C},{D},{A,B},{A,C},{A,D},{B,C},{B,D},{A,B,C,D}}

L'inclusion est définiepar SO T < S OO T Par exemple :

siT={1,23}etS={1,2} alors U T= {0, {1}, {2}, {3}, {12}, {1.3}, {2,3},
{1,2,3}}, nous avons donc S [JT.
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Le produit cartésien de deux ensemble est noté A x B. Par exemple S = {1,2,3}, T=
{ab} R=8SxT={(l,a), (Lb), (2,a), (2,b), (3.a), (3,b)}.

Avec :

(L, # {1,1} = {1}
(1,2) #(2,2)

L'ensemble {x:N ,y:N | x<4 et y<x}={(1,0), (2,1), (2,0), (3,2), (3,1), (3,0)}

L'union de deux ensembles

xOAOB « xOAOxOB

L'intersection de deux ensembles

xOANB < x0OAOxOB

La différence de deux ensembles

xOA/B « xOAOxOB

Exercice 18
énumérez les éléments des ensembles suivants :
. A={x:Z|10<sx<17}
A=1{10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17}
2. B={x:Z|x*<24}}
B={-4,-3,2,-1,0,1,2,3.,4}
3. C={x: Z| (3x-1)(2x+1) =0}
=
4. D={x: R|(3x-1)(2x+1) =0}
D={1/3,-1/2}

Exercice 19

Soient les ensembles A,B,C définis par :
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A=1{p,q, 1, s}
B = {rt,v}
C= {p.,s,t,u}

Trouvez les éléments des ensembles suivants :

I. BnC
BnC={t}
2. AOOC
‘A U C = {p,q,r,s,t,u}
3. AnBnC
‘AanCZ{}

4. (AOB) n (ADCQ)

(AOB) n (ADC)= {p.qrst)
5. BIC

B/C={1,v}
6. OB

‘D B= {0, {r}, {t}, {v}, {nt}, {rv}, {tv}, {rtv}}
7. 0 (B/{r})

‘D B/{r}) = {0, {t}, {v}, {tv}}
8. BxB

Bx B = {(tr), (1), (5,v), (L), (LD), (Lv), (vr), (V). (vav)}
9. Bx {12}

Bx {12} = {(r1), (t2), (L1), (t2), (V.1), (v2)}

Exercice 20
Montrer que :
I. An(BOC)=(AnB)OANnCO)
xOAn (BOC)
- xUJAOxOBOxOC)
= xUOAOxOB)OxUOAOxOC)
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~xOANnBO@ANC)
2. (A/B))C=A/(BOC)
x 0 (A/B)/C
- x0(AB)Ox0C
-xUAOxUOBUOxOC
= xOAO( xOB)O(= xOC)
- xOAO-(xOBOxOCQ)
- xOAO-(xOBOC)
- x0OAOxOMBOC)
= x0A/(BOC)

Exercice 21 Calcul relationnel de domaine
Supposons une ensembles d'¢léves avec :

un identifiant unique (edu-num),

un nom (edu-nom) et

un prénom (deu-pre)

Nous pouvons stocker I'information dans un tableau : une table nommée « Etudiant » ,
par exemple :

Edu-num Edu-nom Etu-pre
1 Allirand Maud
2 Aubel Benoit
3 Bernard Laurianne
4 Bertholat Cyril
5 Blanc Soléne
6 Braizat Mathieu
7 Cadot Mathieu

Le calcul relationnel des domaines permet d'extraire des information de cette table. Ce
calcul repose sur des prédicats portant le nom de la table et ayant comme arguments
les noms des colonnes : les attributs. Par exemple, Etudiant(x,y,z) signifie, il existe
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dans la table Etudiant une ligne, un enregistrement ou Edu-num a la valeur x, Edu-
nom a la valeur y et Etu-pre a la valeur z.

Etudiant(1,'Allirand', 'Maud') est vrai mais Etudiant(2,'Allirand’, 'Maud') est faux.

En résumé nous avons un schéma : Etudiant(edu-num, edu-nom, edu-pre)

En utilisant la théorie des ensemble, avec une écriture légeérement différente de celle
vue précédemment, nous pouvons interroger notre base.

Par exemple :
« quels sont les noms des étudiants de prénom Mathieu
{nom | Unumero [ Etudiant(numero, nom, 'Mathieu'}
+ quels sont les prénoms des étudiants dont le numéro est supérieur a 5

{prenom | Llnom [J [Jnumero [Jnumero > 5 [J Etudiant(numero, nom,
prenom}

« quels sont les noms et numéros des étudiants de prénom Mathieu
{nom, numero | Etudiant(numero, nom, 'Mathieu'}

+ quels sont les numero et nom des étudiants de prénom Mathieu
{numero, nom | Etudiant(numero, nom, 'Mathieu'}

+ quels sont les noms des étudiants qui ont le méme prénom

{nom | Onumero!l U UOnumero2 [Jnom2 U] Oprenom numerol #
numero2 [ Etudiant(numerol,nom,prenom) [J Etudiant(numero2,
nom?2, prenom) }

Nous pouvons compliquer en utilisant plusieurs tables. Par exemple la table voiture
qui contiendra les voitures possédées par les étudiants. Pour savoir a quel étudiant
appartient une voiture, la table "Voiture' contiendra un attribut référengant un 'edu-

'

num.
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Voi-num Edu-num Voi-mar
1 1 Traban
2 1 Messerschmitt
3 3 Jaguar
4 5 Honda
5 7 Peugeot

Le schéma correspondant est : Voiture(Voi-num, Edu-num, Voi-mar)

Notre base est donc définie par :
- Etudiant(edu-num, edu-nom, edu-pre)

Voiture(Voi-num, Edu-num, Voi-mar)

Nous pouvons poser des requétes impliquant les deux tables :

«  Quel est le nom du possesseur d'une peugeot
{edu-nom | Uedu-num U Uedu-pre [ Etudiant(edu_num, edu-nom, edu-
pre) L Uvoi-num [J Voiture (voi-num, edu-num, 'Peugeot’)}

+  Quelles sont les marques de voitures possédées par Maud Allirand ?
{voi-mar | Uedu-num U voi-num [J Etudiant(edu_num, 'Allirand’,
'Maud') U Voiture(voi-num, edu-num, voi-mar)}

«  Quels sont noms et prénoms des €léves qui n'ont pas de voiture ?
{edu-nom, edu-prenom | Uedu-num [] Etudiant(edu-num, edu-nom, edu-
prenom) [J= (Ovoi-num [J Ovoi-mar [ Voiture(voi-num, edu-num, voi-
mar)}

Exprimer avec ce calcul les requétes suivantes :

1. Numéro des voitures de marque Peugeot.
‘{Voi-num | Oedu-num [ Voiture(voi-num, edu-num, 'Peugeot’) }

2. Numéro des étudiants ayant le méme numéro que 1'un de leurs numéros de
voitures.

‘ {edu-num | Uvoi-mar U Voiture(edu-num, edu-num, voi-mar)}
3. Noms et Prénoms des étudiant qui ont une voiture.

{edu-nom, edu-pre | Uedu-num U Edutiant(edu-num, edu-nom, edu-pre) [
Ovoi-num [ [voi-mar [Voiture(voi-num, edu-num, voi-mar)}

4. Noms des étudiants qui possédent une voiture d'une méme marque qu'un
autre étudiant.
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{edu-nom | Jedu-num [J Oedu-num?2 [J Uedu-pre [J edu-num2 # edu-num
U Etudiant(edu-num, edu-nom, edu-pre) L] Uvoi-num]1 [ Ovoi-mar
UVoiture(voi-numl, edu num, voi-mar} U [voi-num2 [ Voiture(voi-num?2,
edu-num2, voi-mar)}

Exercice 22 :

Soit les schéma :
Films(Titre, Metteur-en-scene, Acteur)
Lieu(Cinema, Adresse, No-Telephone)

Pariscope(Cinema, Titre, Heure)

Exprimer les requétes suivantes :
1. Qui a dirigé Metropolis
‘ {d | Ux OFilms('Metropolis',d,x)}

2. Adresse et numéro de téléphone du cinéma le 'Studio'

‘ {ad, ph | Lieu('Studio',ad,ph)}
3. Salles ou on peut voir un film de Truffaut

{s | Uhor O Uact UOtitre [Pariscope(s,titre,hor) [l Fims(titre,
"Truffaut', act)}

4. Adresses des cinémas montrant un Truffaut

{a| Ot O0Ocine U Os O Oteleph [ Oact Films(t, Truffaut', act) [
Pariscope (cine,t,s) [l Lieu(cine, a, teleph)}

5. Quels film de Truffaut ne passent pas au cinéma

{x | Oy OFilms(x, 'Truffaut,, y) 00 z 00 w O~ Pariscope(z,x,w)}
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Relations

Rappels :

Une relation binaire R permet d'associer deux ensembles, I'ensemble des relations
entre X et Y estnoté par X « Y =0 (XxY).

Par exemple I'ensemble des relations entre {a,b} et {0,1} est:
{aab} < {0’1} = {D,
{@0)}, {(a,1)}, {(b,0)}, {(b,1)},

{(2,0), (a,1)}, {(a,0), (b,0)}, {(a,0), (b,D)}, {(a,1), (b,0)}, {(a,1), (b, 1)},
{(0,0), (b, 1)},

ééaag);, (a,1), (b,0)}, {(a,0), (a,1), (b,1)}, {(a,0), (b,0), (b,1)}, {(a,1), (b,0),
D},

{(2,0), (a,1), (b,0), (b,1)}}

Un ¢élément de 1'ensemble des relations est une relation par exemple : R = {(a,0),
(aal)a (b,O)} O0XeY

Soient les ensembles :
Conducteurs = {helen, indra, jim, kate}
Voitures = {alfa, beetle, cortina, delorean}
La relation Conduire [1 Conducteurs « Voitures

Conduire = {(helen, beetle), (indra, alfa), (jim, beetle), (kate, cortina)}

24/40



SCI 110 Outils mathématiques pour 1’informatique 2011
IUT 1, département SRC Jean-Francgois Berdjugin, Jean-Frangois Remm

Alfa
Beetle

Cortina

Delorean

Nous pouvons définir le domaine d'une relation R entre X et Y comme étant :
dom R = {x:X, y:Y | (x,y) UR * x}
Nous pouvons définir I'image d'une relation R entre X et Y comme étant :

ranR= {x:X, y:Y | (x,y) OR ¢ y}

Sur notre exemple :
+ dom conduire = {Helen, Indra, Jim, Kate}

- ran conduire = {Alfa, Beetle, Cortina}

I1 existe une relation particuliére d'un ensemble X vers lui méme qui a tout élément
associe lui méme cette relation est la relation identité :

id X == {x: X * (x,x)}

Par exemple Id Conducteurs = {(Helen, Helen), (Indra, Indra), (Jim, Jim), (Kate,
Kate)}

Un relation R possede une relation inverse R™ définie comme suit : [ x:X, y:Y
(xy) OR™ O (yx) OR

Une relation peut posséder ou ne pas posséder certaines propriétés :
« Réflexive

L'ensemble des relations Réflexives de X vers X est défini comme suit :
Reflexive[X] == {R: X o X|id X U R} ou plus simplement une
relation R est réflexive ssi [ x : X » (x, x) UR.
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Par exemple la relation < sur les entiers est réflexive et la relation < ne
l'est pas.

Symétrie

L'ensemble des relations Symétriques de X vers X est défini comme
suit : Symétrique[X]={R:R: X o X |Ox,y: X (x,y) UR O (y,x) U
R}

Si le couple (x,y) appartient a la relation alors (y,x) aussi.

Par exemple R={(1,2), (2,1), (3,1), (1,3)} est symétrique mais n'est pas
réflexive par contre R U {(1,1), (2,2), (3,3)} est symétrique et réflexive.

Antisymétrique

L'ensemble des relations Antisymétriques de X vers X est défini comme
suit : Antisymétrique[X] = {R:R: X o X |Ox,y: X * (x,y) U R O(y,x)
OR O x=y}

Par exemple la relation [J est antisymétrique : s Ut Ot s s=t

Soit House = {Louise, Martin, Natalie}

Soit Likes = {(Louise, Louise), (Martin, Martin), (Nathalie, Nathalie), (Louise,
Martin), (Martin, Mathalie)}

Louise

Louise

Martin Martin

Nathalie / Nathalie

Cette relation n'est pas la relation identité, elle est réflexive, elle n'est pas réflexive,
elle n'est pas antisymétrique.

Les relations peuvent étre composées, la composée de deux relations peut €tre notée
«;»ou«o». SIROX o YetSUY o Zalors (x,y) UR; S « Oy:Ye (x,y) UR
U(y,z) O S.
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La composition de deux relations peut étre ou ne pas étre Transitive. L'ensemble des
relations Transitives de X vers X est défini comme suit : Transitive[X] = {R: R: X o
X|Oxyz: X (xy) URUO(y,z) R U (x,z) UR}.

Par exemple la relation < est transitive : Six <y ety <z alors x <z.

Une relation d'équivalence est définie comme suit : Equivalence[X] = Réflexive[X]
n Symétrique[X] n Transitive[X].

Par exemple la relation = est une relation d'équivalence :
«  Quelque soit x, X=X
«  Quelque soit x et y si x=y alors y = x

«  Quelque soit x, y, et z si x=y et y=z alors x=z

La composition de relation permet d'introduire la notion de fermeture :
- La fermeture réflexive de R est notée R"=R U Id X
Par exemple <'=<
- La fermeture symétrique R*=R [] R~
« Les copies multiples :
- R'=R
- R*=R;R
« R"=R; ... ;R (n fois)
« R'=0{n:0|n=1-¢R"} la fermeture transitive

. R'=R"01d X la fermeture transitive réflexive.

Par exemple soit direct la relation donnant un trajet direct entre deux villes : direct
={(singapour, londre), (londre, singapour), (singapour, perth), (londre, san francisco),
(san francisco, londre)} au passage vous noterez que 1'on ne peut pas repartir de perth.

direct; direct = {singapour, singapour), (singapour, san francisco), (londre, londre),
(san francisco, singapour), (londre, perth), (san francisco, san francisco)}

Ce sont les villes accessibles via deux vols.
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direct; direct; direct = {(singapour, londre), (londre, san francisco), (londre,
singapour), (san francisco, londre), (san francisco, perth)}

direct*=direct?

direct’=direct’

direct’={(singapour, singapour), (singapour, londre), (singapour, san francisco),
(singapour, perth), (londre, singapour), (londre, londre), (londre, san francisco),
(londre, perth), (san fransisco, singapour), (san francisco, londre), (san francisco,
san_francisco), (san francisco, perth)} Soit I'ensemble des trajets possibles entre deux
villes.

direct* = direct+ [J {(perth,perth)}

Enfin nous pouvons aller de perth a perth.

Exercice 23
Soit la relation R = {(1,a), (1,¢), (2,a), (2,¢), (3,b), (3,¢)}
Donner :
1. sareprésentation graphique,
2. le domaine et I'image.
dom R = {1,2,3}
ran R= {a,b,c}

Exercice 24

Pour chacune des relations suivantes sur [J, énumérez les paires satisfaisant la
relation.

1. R={x: 0, y:00]|2x+y=9}

R={(0,9), (1,7), 2,5), (3.3), (4,1)}
2. S={x: U, y:0 | x+ty <7}

S ={(0,0), (0,1), (0,2), (0.3), (0,4), (0,5), (0,6), (1,1), (1,2), (1.3), (1.4),
(1,5), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), 3,1), (3,2), (3,3), (4,1), (4,2), (5,1), (6,0)}
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Exercice 25

Soit R la relation définie sur I'ensemble {1,2,3,4} par u R v ssi ut+2v est impair.
Représentez R de chacune des manieres suivantes :
1. ensemble de paires

R={(1,1),(1,2),(1,3), (1,4, 3, 1). (3.2). 3, 3), 3, 4)}
2. forme graphique

Quelles sont les propriétés vérifiées par cette relation ?

Exercice 26

Parmi les relations suivantes sur I'ensemble des personnes, déterminez lesquelles sont
réflexives, symétriques ou transitives :

1. ale méme parent que
‘re’ﬂexive, symétrique, transitive
2. est frere de

‘transitive, pas réflexive, pas symétrique ou symétrique ?

3. est plus 4gé ou plus jeune que
‘symétrique, pas réflexive, pas transitive

4. est au moins aussi intelligent que

‘réﬂexive et transitive mais non symétrique

Exercice 27

Pour les relations sur Z définies par les prédicats suivants. Dans chacun des cas
déterminez si la relation est réflexive, symétrique ou transitive.

1. x+y est un entier impair
La relation est symétrique x+y = y+x
La relation n'est pas réflexive car x+x = 2x est pair

La relation n'est pas transitive 2+3 est impair, 3+4 est impair mais 2+4
est pair

2. x+y est un entier pair
La relation est réflexive x+x = 2x est pair

La relation est transitive, si x+y est pair et y+z est pair alors (x+z) est
pair car X, y, z sont soit tous pairs soit tous impairs.

La relation est symétrique x+y = y+x
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3. Xy est un entier impair

La relation est symétrique car xy = yx

La relation est transitive si Xy est impair et yz est impair alors X, y, z
sont impairs et Xz est impair

La relation n'est pas refléxive car 2*2=4 est pair
4. x+xy est un entier pair

La relation est réflexive, car x+x* = x(1+x) est pair

La relation est transitive car si X + xy et pair et y+yz est pair alors

soit x est pair (auquel cas x+xz est pair)

soit x est impair (auquel cas x, y, z sont impaires donc x+xz
est impair)

‘La relation n'est pas symétrique car 2+2*3 est pair et 3+3*2 est impair

Exercice 28

Pour chacune des relations suivantes sur I'ensemble {x: Z | 1 £ x < 12}, énumérez les
paires ordonnées satisfaisant la relation :

. R={xZ,y:Z|xy=901<x<1201<y<12}
R=1{(1,9),3,3),9, D}
. S={xZ,y:Z|2x=3yUJ1<x<1201<y<12}

S=1(3,2),(6,4), (9, 6), (12, 8)}
1. la fermeture transitive de R

R"'=R0O {(17 1)9 (95 9)}

2. la fermeture transitive de S

S"=S 0 {9, 4)}

Exercice 29

Chacune des propositions suivantes définit une relation sur 1'ensemble indiqué. Pour
chaque cas de figure, décrivez en mots ce que serait la fermeture transitive.

1. x est d'un an plus agé que y sur l'ensemble des personnes.

‘X a plusieurs années de plus que y.

2. x =2y sur l'ensemble des entiers naturels.

‘Il existe un entier naturel n tel que x = 2"y
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3. x <y sur l'ensemble des nombres réels
‘x <y (< est transitive)
4. x est fille de y sur I'ensemble de toutes les femmes.

‘x est une descendante (de sexe féminin) de y.

Exercice 30 (Algébre relationnelle)

Une algebre permettant de raisonner sur des relations avec des opérateurs qui
prennent en entrée une ou plusieurs relations (tables) pour produire une nouvelle
relation (table).

Cing opérations de bases (pour exprimer nos questions des requétes) :
- opérations unaires : sélection, projection
« opérations binaires : union, différence, produit cartésien.

Plus d'autres opérations que nous ne verrons pas : jointure, intersection et division.

La projection permet de choisir les colonnes (les attributs que l'on souhaite garder) :

par exemple pour la relation R composée des attributs A,B,C :

R A B C
a b c
d a b
c b d
a b e
e e a
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1.z R A B
a b
d a
c b
a b
e e

Soit encore graphiquement :

I7A,BR

I
1.3

La sélection qui nous permet de choisir des lignes (des tuples), la sélection avec la
condition C sur R est notée Oc (R).

Oa=a 0B (R) A B C
a b c
d a b
a b €

Soit encore graphiquement :
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Oa=v0B=2 (R)

Oa=a 0B=a
|
R

Le produit Cartésien de R(A4, ..., A,) S(By, ..., By) est noté¢ T(A4, .., A, By, ..., By) =
R x S. Ou T représente I'ensemble de tous les nuplets ayant n+k attributs, dont les n
premiers composant forment un tuple de R et les k derniers un tuple de S.

Rem : pour réaliser un produit cartésien, le nom des attributs doit étre différent.

Par exemple :

R A B S C D E
1 1 a b a
1 2 a b C
3 4
RxS A B C D E

1 1 a b a

1 1 a b c

1 2 a b a

1 2 a b c

3 4 a b a

3 4 a b c

Soit encore graphiquement :
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RxS
I
x
/ \
R S

Le renommage qui permet de renommer un ensemble d'attributs, pour remplacer le
nom de l'attribut A par l'attribut B dans la relation R, nous noterons : T=ps_g R

Par exemple si R(B,C,D) alors T(A,C,D)=pa_s R

Si nous reprenons l'exercice 21, nous avions les relations :
- Etudiant(edu-num, edu-nom, edu-pre)
+  Voiture(Voi-num, Edu-num, Voi-mar)

1. Numéro des voitures de marque Peugeot.
I_Ivoi-num 0-voi-mar:'Peugeot' VOiture
2. Numéro des étudiants ayant le méme numéro que 1'un de leurs numéros de
voitures.
I_I edu-num Ovoi-num=edu-num VOiture
3. Noms et Prénoms des étudiant qui ont une voiture.
I_I edu-nom, edu-pre O du-num2=edu-num EtUdiant X (p edu-num? - edu-num VOiture)
4. Noms des étudiants qui possedent une voiture d'une méme marque qu'un
autre étudiant.

I_I edu-nom o—edu-num2=edu-num Etudlant X rl edu-num2 o—edu-num2¢edu-num Ovoi-

mar2=voi-mar VOlture X (pvoi-num2 - voi-num, edu-num2 - edu-num, voi-mar2 - voi-mar

Voiture)
Comme nous avons pu l'observer faire un renommage avant de réaliser un produit
cartésien suivit d'une sélection n'est pas pratique, pour pouvoir garder les ¢léments de
deux relations qui ont une valeur d'attribut en commun, un autre opérateur peut étre
utilisé : la jointure naturelle.

Par exemple la jointure naturelle de R et de S est notée R ><] S :
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R A B C S B C D

a b c b c d

d b c b c e

b b f a d b

c a d

RIS | A B C D

a b c d

a b C e

d b C d

d b c e

c a d b

La requéte trois peut maintenant étre exprimée comme suit :
[Medunom, caupre Etudiant ><1  Voiture

Exprimer les requétes de l'exercice 22 :

Soit les schéma :
Films(Titre, Metteur-en-scene, Acteur)
Lieu(Cinema, Adresse, No-Telephone)

Pariscope(Cinema, Titre, Heure)

Exprimer les requétes suivantes :

1. Qui a dirigé Metropolis

‘nMetteur-en-scene 0-titre:'Metropolis' Films

'

2. Adresse et numéro de téléphone du cinéma le 'Studio

‘ I_IAdresse, No-Telephone Ocinema="Studio' Lleu

3. Salles ou on peut voir un film de Truffaut
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‘ I_Icinema c)-metteur—en—scene=‘Tmffaut‘ PariSCOpe Dq Films

4. Adresses des cinémas montrant un Truffaut

‘ I_I adresse Lieu [> <] rl cinema (PariSCOPG D <] 0-metteur-en—scene:'Truffaut' Flll’l’lS)

5. Quels film de Truffaut ne passent pas au cinéma (vous pouvez utiliser la
différence)

(rl titre O-rnetteur-en-scene:'Truffaut' Films) / rltitre (Pal'iSCOPC D <] O-metteur-en-
scene='"Truffaut' Flh’nS)
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Fonctions

Rappels :

Les fonctions sont des relations particulieéres qui a un élément du domaine associe un
¢lément image unique.

RO{1}  {1,2} etR={(1,1), (1,2)}
n'est pas une fonction.

RO{1,2} o {1,2} etR={(1,1)}

est une fonction partielle

RO{1} o {1,2} etR={(1,1)}

est une fonction totale

Plus formellement
les fonctions partielles sont définies comme suit :

X-4>Y={ X Y|UxxX;yl,y2: Ye (x,y) Uf O (x,y2) U f0O
yl=y2}

les fonctions totales sont définies comme suit :

X->Y={f: X-|->Y|domf=X}

Bien évidement les fonctions peuvent étre dotée de propriétés :
injective
fonction partielle injective : A>-|-> B = {f: A-|->B | U x1, x2: dom f'*
fix1) =1(x2) O x1=x2}
fonction totale injective : A>->B=(A - B) n (A>-|->B)
surjective
fonction partielles surjectives : A-|->>B = {f: A-|-> B |ranf = B}
fonction totales surjectives : A->>B = (A - B) n (A-|->>B)
bijective
fonction partielles bijectives : A>-|->>B = (A >-|->B) n (A-|->>B)
fonction totale bijectives : A>-->>B=(A - B) n (A>-|->>B)
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Principe des tiroirs : Si f: A —» B est une fonction totale ou A et B sont des nombres
finis et |A| > k |B| avec k entier strictement positif alors certaines valeurs de f se
répétent au moins k+1 fois.

Exercice 31

Soit R la relation entre les ensembles {1,2,3} et {1,2,3,4} définie par
R={(1,1),(2,3), (2,4), (3,1), (3,4)} et

S la relation entre les ensembles {1,2,3,4} et {1,2} définie par

S=1{(LD), (1,2), (2,1), B.1), (4.2)}

1. Ret S sont-elles des fonctions ?
Non pour R car (2,3) U Ret(2,4) R
Non pour S car (1,1) I Set(1,2) 1S
2. CalculerR"(R") et S~
R = {(1,1), 3.2), 4,2), (1,3), (4,3)}
S™=1{(11), (2,1), (1,2), (1,3), (2,4)}
3. Calculer R;S (S°R)
R;S={(1.1), (1,2), (2,1), (2,2), 3,1), (3,2)}
4. Vérifierque (R;S)=S";R”
(R:SY = {(L1), 2.1), (1.2),2.2). (1.3), (2.3)} =S R

Exercice 32
R désigne la relation est parent de et
S désigne la relation est un frére de
sur I'ensemble de toutes les personnes.
Que décrivent :

1. R

‘est un enfant de

‘est un frére ou une soeur de
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‘est un oncle de

4. R~S”

5.
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‘est un neveu ou une niece de

R;R

‘est grand-parent de

Exercice 33

Soient

A: {0, 2, 4, 6}
B=1{1,3,5,7}

Soient

R1 = {(6,3), (2,1), (0,3), (4,5)}
R2 = {(2,3), (4,7), (0,1), (6,5)}
R3 = {(2,1), (4,5), (6,3)}
R4 = {(6,1), (0,3), (4,1), (0,7), (2,5)}

Compléter le tableau suivant :

Fc Fc | Injectio | Injcetio | Surjecti | Surjecti | Bijectio | Bijectio
partiell | totale n n totale | on on n n totale
e partiell partiell | totale | partiell
e e e
R1
R2
R3
54
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Fc Fc | Injectio | Injcetio | Surjecti | Surjecti | Bijectio | Bijectio
partiell | totale n n totale | on on n n totale
e partiell partiell | totale | partiell
e e e
R1 oui oui non non non non non non
R2 oui oui oui oui oui oui oui oui
R3 oui non oui non non non non non
54 non non non non non non non non

Exercice 34

1.

Combien de fois faut-il lancer un dé pour étre certain d'obtenir deux fois le
méme chiffre ?

F: {lancer} - {1,2,3,4,5,6} en appliquant le principe des tiroirs 7 lancés
suffisent.

Combien de fois faut-il lancer deux dés pour étre certain d'obtenir le méme
total au moins deux fois.

A = {score}
B = {résultats}={2,3.,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
f: A - B

En utilisant le principe des tiroirs il faut |A| =12 soit 12 lancer

Combien de cartes faut-il tirer d'un paquet de 52 cartes pour étre certain d'en
tirer au moins deux de la méme couleur ?

4 couleurs => 5 cartes

Combien de cartes faut-il tirer d'un paquet de 52 cartes pour étre certain d'en
tirer au moins quatre de la méme couleur ?

A = {cartes tirées}
B = {couleurs}
f:A - B

En appliquant le principe des tiroirs : si |A| > 3 |B| au moins quatre des
cartes tirées appartiennent a la méme couleur . Ainsi a partir de 13 cartes
tirées au moins quatre sont de la méme couleur
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