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T
D
 O

u
tils m

a
th
ém

a
tiq

u
es p

o
u
r l’in

fo
rm

a
tiq

u
e 

Exercices tirés principalem
ent :

•
du support de C

ours du C
N

A
M

 de M
arianne Sim

onot 

•
de M

athém
atiques discrètes appliquées à l'inform

atique de R
od H

aggarty.

•
D

e systèm
es de gestion de bases de données, V

ertigo/C
N

A
M

, Paris

•
U

sing Z, Specification R
efinem

ent, and proof 

Jean-François B
erdjugin

Jean-François R
em

m

C
M

 
: 3*1,5h

TD
: 9*1,5h

L
o

g
iq

u
e d

es p
ro

p
o
sitio

n
s

R
a
p
p
el 1

 :

•
∧

, 
∧

, 
∧

, 
∧

, co
n
jo
n
ctio

n
, et

•
∨

, 
∨

, 
∨

, 
∨

, d
isjo

n
ctio

n
, o

u

•
¬

, 
¬

, 
¬

, 
¬

, n
ég
a
tio

n

•
⇒⇒⇒ ⇒

, , , , im
p
lica

tio
n

E
x
ercice 1

D
onner la table de vérité de :

1.
la conjonction

2.
la disjonction

3.
la négation

4.
l'im

plication

5.
(¬

A
 ∨ B

)

E
x
ercice 2

Les propositions P, Q
, R

 sont définies de la m
anière suivante :

•
P: J'ai soif.

•
Q

: M
on verre est vide.

•
R
: Il est trois heures 
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écrivez chacune des phrases suivantes sous form
es de form

ule logique im
pliquant P,

Q
, R

.

Par exem
ple : J'ai soif m

on verre n'est pas vide correspond à : (P ∧
¬

 Q
)

1.
Il est trois heures et j'ai soif.

2.
S'il est trois heure alors j'ai soif.

3.
Si j'ai soif alors m

on verre est vide.
4.

Si je n'ai pas soif, alors m
on verre n'est pas vide.

E
x
ercice 3

P est la proposition selon laquelle les roses sont rouges et Q
 et la proposition selon

laquelle les violettes sont bleues. écrivez chacune des phrases suivantes sous form
es

de form
ule logique im

pliquant P, Q
.

1.
Si les roses ne sont pas rouges, alors les violettes ne sont pas bleues.

2.
Les roses sont rouges ou les violettes ne sont pas bleues

3.
Soit les roses sont rouges soit les violettes sont bleues (m

ais pas les deux)

M
ontrer avec une table de vérité que les propositions 1 et 2 sont équivalentes.

E
x
ercice 4

U
ne form

ule est une tautologie ssi elle est toujours vraie m
ontrer avec une table de

vérité que les form
ules suivantes sont ou ne sont pas des tautologies.

1.
¬

 (P ∧
 ¬

P)
2.

(P ⇒
 ¬

 P)
3.

((P ∧
 (P ⇒

 Q
)) ⇒

 Q
)

E
x
ercice 5

O
n juge trois hom

m
es : A

, B
 et C

.

O
n sait que :

1.
Si A

 est innocent ou B
 coupable, alors C

 est coupable

2.
Si A

 est innocent alors C
 est innocent. 

M
ontrer en utilisant une table de vérité que A

 est coupable.

E
x
ercice 6

U
n vol a été com

m
is. 3 m

alfaiteurs A
 B

 C
 sont appréhendés. O

n établit les faits
suivants :

1.
N

ul autre que A
 B

 ou C
 ne peuvent être im

pliqués

2.
A

 ne travail jam
ais sans com

plice2/32
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3.
C
 est innocent

B
 est-il innocent ou coupable ?

R
a
p
p
el 2

 :

R
èg

les g
a

u
ch

e
s :

3/32

Γ, A
├

 A
, ∆

axiom
e

Γ, A
 ∧∧∧ ∧
 B

 ├
 ∆

∧
g

Γ, A
, B

├
 ∆

Γ, A
 ∨∨∨ ∨
 B

 ├
 ∆

∨
g

Γ, B
├

 ∆
Γ, A

├
 ∆

Γ, ¬¬¬ ¬
 A

├
 ∆

¬
g

Γ├
 A

, ∆

Γ, A
 ⇒⇒⇒ ⇒

 B
 ├

 ∆
⇒

g

Γ, B
├

 ∆
Γ├
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R
èg

les d
ro

ites :
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Γ, A
 ├

 ∆
contraction

g

Γ, A
, A

├
 ∆

Γ├
 A
 ∧∧∧ ∧
 B

, ∆
∧

d

Γ├
 B

, ∆
Γ├

 A
, ∆

Γ├
 A
 ∨∨∨ ∨
 B

, ∆
∨

d

Γ├
 A
, B

, ∆

Γ├
 ¬¬¬ ¬

 A
, ∆

¬
d

Γ, A
├

 ∆

Γ├
 A
 ⇒⇒⇒ ⇒

 B
, ∆

⇒
d

Γ, A
├

 B
, ∆

Γ├
 A

, ∆
affd

Γ├
  ∆

Γ├
 A

, ∆
contraction

d

Γ├
 A
, A

, ∆
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E
x
ercice 7

Q
uelle est la règle utilisée dans la preuve suivante :

E
x
ercice 8

Q
uelles sont les règles utilisées dans la preuve suivante :

E
x
ercice 9

Q
uelles sont les règles utilisées dans la preuve suivante :
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Γ├
 ∆

cut
Γ├

 A
, ∆

Γ, A
├

 ∆

Γ, A
├

 A
, Β

?1

Γ, A
├

 A
, Β

?2

Γ,A
, ¬¬¬ ¬

 A
├

 Β
?1A

, B
├

 B
, C

?5

C
├

 B
, C

?4
A

 ∧ B
 ├

 B
, C

?3
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E
x
ercice 1

0
 

Supposons qu'on m
e dem

ande : E
st-il vrai que si tu aim

es E
ve alors tu aim

es
M

arguerite aussi ? E
t que je réponde : Si c'est vrai alors j'aim

e E
ve.

En utilisant le calcul des séquent qu'en déduisez vous ?
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L
o

g
iq

u
e d

es p
réd

ica
ts

R
a
p
p
el :

D
es quantificateurs :

•
∀∀∀ ∀
 q
u
a
n
tifica

teu
r
 u
n
iv
ersel, q

u
elq

u
e so

it

•
∃∃∃ ∃
 q
u
a
n
tifica

teu
r
 ex

isten
tiel, il ex

iste

•
∃∃∃ ∃
! o

u
 ∃∃∃ ∃

1  il ex
iste

 u
n
 et u

n
 seu

l

Si x représente un étudiant et P(x) le prédicat selon lequel x a les yeux bleus alors :

•
∀

 x • P(x) signifie tous les étudiants ont les yeux bleus

•
∃ x • P(x) signifie il existe un étudiant qui a les yeux bleus

D
es équivalences :

•
¬¬¬ ¬
 (∃∃∃ ∃

 x
 ••• •
 P
(x
)) ≡≡≡ ≡

 ∀∀∀ ∀
 x
 ••• • ¬¬¬ ¬

 P
(x
), il n'existe pas d'étudiant qui a les yeux bleus,

quel que soit l'étudiant, il n'a pas les yeux bleus.

•
¬¬¬ ¬
 (∀∀∀ ∀

 x
 ••• • P

(x
)) ≡≡≡ ≡

 ∃∃∃ ∃
 x
 ••• • ¬¬¬ ¬

 P
(x
),  O

n ne peut avoir l'ensem
ble des étudiants qui

ont les yeux bleus, il existe un étudiant qui n'a pas les yeux bleus.

D
es o

ccu
rren

c
es d

e v
a
ria

b
les lib

res et d
es o

ccu
rren

c
es d

e v
a
ria

b
les liées :

Soit x une variable et F une form
ule.

•
Si F = P(t1 , ..., tn) alors toutes les occurrence de x dans F sont libres.

•
Si F = A

 * B
 (où * est un connecteur binaire), alors les occurrences libres de x

dans F sont les occurrences libres de x dans A
 et les occurrences libres de x

dans B
.

•
Si F = ¬

 A
 alors les occurrences libres de x dans F sont les occurrences libres

de x dans A
.

•
Si F = ∀

 x • P(x, ...) ou F = ∃ x • P(x, ...) alors x n'a aucune occurrence libre
dans F

•
Si F = ∀

 y • P(x, ...) ou F = ∃ y • P(x, ...) avec y ≠ x, alors les occurrences
libres de x dans F sont les occurrences libres de x dans P

Exem
ple : 

•
∀

 x • (A
(x,y) ⇒

 ((∀
 x • B

(x))  ∨
 (∃ y • C

(x,y))), la prem
ière et la troisièm

e
occurrence de x sont liées au prem

ier quantificateur universel, la seconde
occurrence de x est liée au deuxièm

e quantificateur universel. Le prem
ière

occurrence de y est libre, la deuxièm
e liée.

D
es v

a
ria

b
les liées, lib

res, d
es fo

rm
u
les cla

u
ses, soit x une variable et F une form

ule
:

7/32

M
1.21.2/O

utils M
athém

atiques
Jean-François B

erdjugin, Jean-François R
em

m
IU

T
 1, départem

ent SR
C

 L'Isle d'A
beau

2006

•
Les occurrences lièes de x sont les occurrences non libres de x dans F

•
U

ne variable libre de F est une variable de F dont au m
oins une occurrence est

libre?

•
U

ne variable liée de F est une variable non libre de F (toutes les occurrences
sont liées)

•
U

ne form
ule close est une form

ule dont toutes les variables sont liées.

D
ans l'exem

ple précédant, x est est liée, y est libre et la form
ule n'est pas close.

La possibilité de réaliser des su
b
stitu

tio
n
s :

Soit F une form
ule, x une variable et t un term

e. F
[t/x

] d
ésig

n
e
 F
 d
a
n
s la

q
u
elle

ch
a
q
u
e o

c
cu

rre
n
c
e
 lib

re
 d
e x

 a
 été

 rem
p
la
cée

 p
a
r t.  

D
ans l'exem

ple précédant F[v/x] =  ∀
 x • (A

(x,y) ⇒
 ((∀

 x • B
(x))  ∨

 (∃ y • C
(x,y))) =

F et F[v/y] = ∀
 x • (A

(x,v) ⇒
 ((∀

 x • B
(x))  ∨

 (∃ y • C
(x,y)))
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U
n calcul des séquents :

(*) : y non libre dans Γ, ni dans ∆

D
es propriétés :

•
├

 ∀
 x • (P(x) ∧

 Q
(x)) ⇔

 ∀
 x • P(x) ∧

 ∀
 x • Q

(x)

•
├

 ∃ x • (P(x) ∨
 Q

(x)) ⇔
 ∃ x • P(x) ∨

 ∃ x • Q
(x)

•
├

 ∀
 x • (P(x) ⇒

 Q
(x)) ⇒

 (∀
 x • P(x) ⇒

 ∀
 x • Q

(x))

•
├

 ∀
 x • (∃y • Q

(x,y) ⇒
 P(x)) ⇒

 ∀
 x • (∀

 y • Q
(x,y)  ⇒

 P(x))

•
├

 ¬
 (∃ x • P(x)) ⇔

 ∀
 x • ¬

 P(x)

•
├

 ¬
 (∀

 x • P(x)) ⇔
 ∃ x • ¬

 P(x)9/32

Γ
, ∀

 x
 • P(x)├

 ∆
∀

g

Γ, P[t/x]├
 ∆∆∆ ∆

Γ
, ∃

 x
 • P(x)├

 ∆
∃g (*)

Γ, P[y/x]├
 ∆

Γ├
 ∀

 x
 • P(x), ∆

∀
d (*)

Γ├
 P[y/x], ∆

Γ├
 ∃

 x
 • P(x), ∆

∃
d

Γ├
 P[t/x], ∆
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E
x
ercice 1

1

Socrate est un hom
m

e, 

tous les hom
m

es sont m
ortels,

donc socrate est m
ortel.

Soit H
(x) le prédicat x est un hom

m
e, M

(x) le prédicat être m
ortel.

N
otre énoncé devient en logique des prédicats :

•
H

(socrate)

•
∀

 x • (H
(x) ⇒

 Μ
(x))

•
M

(socrate)

Soit B
(x) le prédicat x est une baleine, M

(x) x est un m
am

m
ifère, Pair(x) x est un

entier pair, form
alisez en calcul des prédicats les énoncés suivants :

1.
Les baleines sont des m

am
m

ifères.

2.
Les entiers sont pairs ou im

pairs.

3.
Il existe un entier pair.

E
x
ercice 1

2

Form
aliser en logique des prédicats les propositions suivantes :

M
(x) le chat x a des m

oustaches

1.
Tous les chats ont des m

oustaches

2.
Il existe un chat sans m

oustaches

3.
A

ucun chat n'a des m
oustaches

E
x
ercice 1

3

Form
aliser en logique des prédicats les propositions suivantes :

G
rand(x)

: x est grand

G
ros(x)

: x est gros

1.
Il existe une personne qui soit petite et grosse

2.
Il n'existe personne qui soit grand et m

ince

3.
Il existe une personne qui soit petite ou m

ince.
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Laquelle est la négation d'une autre.

E
x
ercice 1

4

Form
aliser en logique des prédicats l'énoncé suivant :

C
(x) 

: x est un com
pte

C
our(x)

: x est un com
pte courant

Epar(x)
: x est un com

pte d'épargne

C
lient(x)

: x est client

Poss(x,y)
: x possède y

 

•
U

ne banque gère pour ses clients deux types de com
ptes : les com

ptes courant
et les com

ptes épargne.

•
C
haque com

pte appartient à un client unique

•
U

n client peut posséder plusieurs com
ptes courants m

ais un seul com
pte

d'épargne.

Le quantificateur ∃
1  (∃!) qui signifie existence unique est autorisé.

E
x
ercice 1

5

x, y, z sont des entiers.

Les propositions suivantes sont-elle vraie, sinon énoncer leur négation  :

1.
∃ x  • x

2 > 5 

2.
∀

 x  • x
2 > 5

3.
∀

 x  • ∃
 y

  • y > x
2

4.
∃

 y  • ∀
 x

  • y > x
2

5.
∀

 x  • ∀
 z  • ∃

 y  • x < y < z

E
x
ercice 1

6

x est un entier

Écrivez la form
ule en logique des  prédicats qui énonce : 

1.
les carrés de tous les entiers sont non négatifs.

2.
il y a un nom

bre qui est égal à ce m
êm

e nom
bre m

is au carré.

3.
Pour tout entier, il en existe toujours un plus grand.
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E
x
ercice 1

7

En utilisant la convention suivante :

g : G
eorges

E
stA

Jeun(x)
: x est à jeun

E
stU

nB
retzel(x) 

: x est un bretzel
A

im
e(x,y) 

: x aim
e y

M
ange(x,y) 

: x m
ange y

M
âche(x,y)

: x m
âche y

M
ère(x,y)

: x est m
ère de y

Ecoute(x,y) 
: x écoute y

D
éteste(x,y)

: x déteste y
Justice(x)

: x est une justice
Possède(x,y) 

: x possède y
Lim

ite(x) 
: x est une lim

ite

Traduisez les form
ule suivantes : 

1.
E
stA

Jeun(g) ⇔
 V

ient(g) 

1.
∀

x • (B
retzel(x) ⇒

 A
im

e(g,x))

2.
∃x • (B

retzel(x) ∧
 M

ange(g,x) ∧
 ∀

y • (y = x ⇒
 ¬

m
âche(g,y)))

1.
∃x • ∀

y • ((M
ère(y,g) ⇔

 y = x) ∧
 Ecoute(g,x)) ⇒

 ∀
x • (B

retzel(x) ⇒
M

âche(g,x))

3.
∀

x • ∃y • D
éteste(x,y) ∧

 ¬
∃x • ∀

y D
éteste (x,y)

1.
∃z • ∃x • ∀

y ((Justice(y) ⇔
 y = x) ∧

 Posséde(x,z) ∧
 Lim

ite(z))
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T
h

éo
rie d

es en
sem

b
les

R
a
p
p
el :

O
céan = {Pacifique, A

rctique, A
tlantique, Indien}

O
céan est un en

sem
b
le com

posé de quatre élém
en

ts :  Pacifique, A
rctique,

A
tlantique, Indien.

O
n note Pacifique ∈∈∈ ∈

 O
céan , l'élém

ent pacifique a
p
p
a
rtien

t à l'ensem
ble des océans.

Si x est une élém
ent et S un ensem

ble alors : x ∉∉∉ ∉
 S ⇔

 ¬
 (x ∈

 S)

x n
'a
p
p
a
rtien

t p
a
s à S.

{1,2,3}={1,1,2,3}={2,3,1}

L'en
se
m
b
le
 v
id
e est noté ∅∅∅ ∅

 ou {}

U
n ensem

ble peut être défini par un prédicat : S
 =
 {x

:T
 | P

 ••• •
 e} avec x une variable, P

un prédicat, T
 un autre ensem

ble et e une expression. S est l'ensem
ble contenant les

valeurs de e tel que p est vrai lorsque x ∈
 T

.

Par exem
ple 

•
N

 = {x : Z
 | x ≥ 0} représente l'ensem

ble des entiers positifs  

•
S = {x : N

 | x < 4 • x
2} = {0,1,4,9}

•
{x : T

 | P} = { x : T
 |P • x}

•
∅

 =
 {s : T

 | faux}

L'en
se
m
b
le
 d
es so

u
s e

n
se
m
b
le est noté ℘℘℘ ℘

. Par exem
ple :

℘
{A

,B
,C

,D
}={

∅
,{A

},{B
},{C

},{D
},{A

,B
},{A

,C
},{A

,D
},{B

,C
},{B

,D
},{A

,B
,C

,D
}}

L'in
clu

sio
n est définie par S

 ⊆
 Τ

⊆
 Τ

⊆
 Τ

⊆
 Τ

 ⇔
 S
 ∈

 ℘
Τ

 
∈

 ℘
Τ

 
∈

 ℘
Τ

 
∈

 ℘
Τ

 Par exem
ple :

si T
 = {1,2,3} et S = {1,2} alors ℘

Τ
 = {

∅
, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},

{1,2,3}}, nous avons donc  S ⊆
 Τ

.
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Le p
ro
d
u
it c

a
rtésien de deux ensem

ble est noté A
 x
 B

. Par exem
ple S = {1,2,3}, T

 =
{a,b} R

 = S x T
 = {(1,a), (1,b), (2,a), (2,b), (3,a), (3,b)}.

A
vec  : 

•
(1,1) ≠ {1,1} = {1} 

•
(1,2) ≠

 (2
,1

)

L'ensem
ble {x:N

 ,y:N
 | x<4 et y<x}={(1,0), (2,1), (2,0), (3,2), (3,1), (3,0)}

L'u
n
io
n de deux ensem

bles

x ∈
 A

 ∪∪∪ ∪
 B

 ⇔
 x ∈

 A
 ∨

 x ∈
 B

L'in
terse

ctio
n de deux ensem

bles

x ∈
 A

 ∩∩∩ ∩
 B

 ⇔
 x ∈

 A
 ∧

 x ∈
 B

La d
ifféren

ce de deux ensem
bles

x ∈
 A

 / / / / B
 ⇔

 x ∈
 A

 ∧
 x ∉

 B

E
x
ercice 1

8

énum
érez les élém

ents des ensem
bles suivants :

1.
A

={x: Z
 | 10 ≤ x ≤ 17}

2.
B
={x: Z

 | x
2 < 24}}

3.
C

={x: Z
 | (3x-1)(2x+1)  = 0}

4.
D

={x: R
 | (3x-1)(2x+1)  = 0}

E
x
ercice 1

9

Soient les ensem
bles A

,B
,C

 définis par :

•
A

 = {p, q, r, s}

•
B
 = {r,t,v}

•
C

= {p,s,t,u}

Trouvez les élém
ents des ensem

bles suivants : 
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1.
B
 ∩

 C

2.
A

 ∪
 C

3.
A

 ∩
 B

 ∩
 C

4.
(A

 ∪
 Β

)  ∩
  (A

 ∪
 C

)

5
.

Β
/C

6.
℘

 B

7.
℘

 (B
/{r}) = {

∅
, {t}, {v}, {r,v}}

8.
B
 x B

 

9.
B
 x {1,2}

E
x
ercice 2

0

M
ontrer que : 

1.
A

 ∩
 (Β

 ∪
 C

) = (A
 ∩

 B
) ∪

 (A
 ∩

 C
)

2.
(A

/B
)/C

 = A
/ (B

 ∪
 C

)

E
x
ercice 2

1
  C

a
lcu

l rela
tio

n
n
el d

e d
o
m
a
in
e

Supposons une ensem
bles d'élèves avec :

•
un identifiant unique (edu-num

),  

•
un nom

 (edu-nom
) et 

•
un prénom

 (deu-pre)

N
ous pouvons stocker l'inform

ation dans un tableau : une table nom
m

ée « E
tudiant » ,

par exem
ple :

E
d

u
-n

u
m

E
d

u
-n

o
m

E
tu

-p
re

1
A

llirand
M

aud

2
A

ubel
B
enoit

3
B
ernard

Laurianne

4
B
ertholat

C
yril

5
B
lanc

Solène

6
B
raizat

M
athieu

7
C

adot
M

athieu
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E
d

u
-n

u
m

E
d

u
-n

o
m

E
tu

-p
re

  Le calcul relationnel des dom
aines perm

et d'extraire des inform
ation de cette table. C

e
calcul repose sur des prédicats portant le nom

 de la table et ayant com
m

e argum
ents

les nom
s des colonnes : les attributs. Par exem

ple, Etudiant(x,y,z) signifie, il existe
dans la table E

tudiant une ligne, un enregistrem
ent où E

du-num
 a la valeur x, E

du-
nom

 a la valeur y et E
tu-pre a la valeur z.

Etudiant(1,'A
llirand', 'M

aud') est vrai m
ais  E

tudiant(2,'A
llirand', 'M

aud') est faux.

En résum
é nous avons un schém

a : E
tudiant(edu-num

, edu-nom
, edu-pre)

En utilisant la théorie des ensem
ble, avec une écriture légèrem

ent différente de celle
vue précédem

m
ent, nous pouvons interroger notre base.

Par exem
ple :

•
quels sont les nom

s des étudiants de prénom
 M

athieu 

{nom
 | ∃ num

ero ∧ Etudiant(num
ero, nom

, 'M
athieu'}

•
quels sont les prénom

s des étudiants dont le num
éro est supérieur à 5

{prenom
 | ∃

 nom
 ∧ ∃ num

ero ∧
 num

ero > 5 ∧
 E

tudiant(num
ero, nom

,
prenom

}

•
quels sont les nom

s et num
éros des étudiants de prénom

 M
athieu

 {nom
,  num

ero |  Etudiant(num
ero, nom

, 'M
athieu'}

•
quels sont les num

ero et nom
 des étudiants de prénom

 M
athieu

{num
ero, nom

 |  Etudiant(num
ero, nom

, 'M
athieu'}

•
quels sont les nom

s des étudiants qui ont le m
êm

e prénom

{nom
 | ∃ num

ero1 ∧ ∃ num
ero2 ∧

 ∃
 nom

2 ∧
  ∃ prenom

 ∧ num
ero1 ≠

num
ero2  ∧

  E
tudiant(num

ero1,nom
,prenom

) ∧ Etudiant(num
ero2,

nom
2, prenom

) }

N
ous pouvons com

pliquer en utilisant plusieurs tables. Par exem
ple la table voiture

qui contiendra les voitures possédées par les étudiants. Pour savoir a quel étudiant
appartient une voiture, la table 'V

oiture' contiendra un attribut référençant un 'edu-
num

'.
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V
o

i-n
u

m
E

d
u

-n
u

m
V

o
i-m

a
r

1
1

T
raban

2
1

M
esserschm

itt

3
3

Jaguar

4
5

H
onda

5
7

Peugeot

Le schém
a correspondant est : V

oiture(V
oi-num

, E
du-num

, V
oi-m

ar)

N
otre base est donc définie par :

•
Etudiant(edu-num

, edu-nom
, edu-pre)

•
V

oiture(V
oi-num

, Edu-num
, V

oi-m
ar)

N
ous pouvons poser des requêtes im

pliquant les deux tables :
•

Q
uel est le nom

 du possesseur d'une peugeot
{edu-nom

 | ∃ edu-num
 ∧

 ∃ edu-pre ∧
 E

tudiant(edu_num
, edu-nom

, edu-
pre) ∧ ∃ voi-num

 ∧
  V

oiture (voi-num
, edu-num

, 'Peugeot')}
•

Q
uelles sont les m

arques de voitures possédées par M
aud A

llirand ?
{voi-m

ar | ∃ edu-num
 ∧ ∃ voi-num

 ∧
 Etudiant(edu_num

, 'A
llirand',

'M
aud') ∧

 V
oiture(voi-num

, edu-num
, voi-m

ar)}
•

Q
uels sont nom

s et prénom
s des élèves qui n'ont pas de voiture ?

{edu-nom
, edu-prenom

 | ∃ edu-num
 ∧

 Etudiant(edu-num
, edu-nom

, edu-
prenom

) ∧
 ¬

 (∃
 voi-num

 ∧
 ∃

 voi-m
ar ∧

 V
oiture(voi-num

, edu-num
, voi-

m
ar)}

Exprim
er avec ce calcul les requêtes suivantes : 

1.
N

um
éro des voitures de m

arque Peugeot.

2.
N

um
éro des étudiants ayant le m

êm
e num

éro que l'un de leurs num
éros de

voitures.

3.
N

om
s et Prénom

s des étudiant qui ont une voiture.

4.
N

om
s des étudiants qui possèdent une voiture d'une m

êm
e m

arque qu'un
autre étudiant. 

E
x
ercice 2

2
 :

Soit les schém
a :
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•
Film

s(Titre, M
etteur-en-scene, A

cteur)

•
Lieu(C

inem
a, A

dresse, N
o-T

elephone)

•
Pariscope(C

inem
a, T

itre, H
eure)

Exprim
er les requêtes suivantes :

1.
Q

ui a dirigé M
etropolis

2.
A

dresse et num
éro de téléphone du ciném

a le 'Studio'

3.
Salles où on peut voir un film

 de T
ruffaut

4.
A

dresses des ciném
as m

ontrant un T
ruffaut

5.
Q

uels film
 de T

ruffaut ne passent pas au ciném
a
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R
ela

tio
n

s

R
a
p
p
els :

U
ne relation binaire R

 perm
et d'associer deux ensem

bles, l'en
se
m
b
le
 d
e
s rela

tio
n
s

entre X
 et Y

 est noté par X
 ↔↔↔ ↔

 Y
 = ℘

(X
 x Y

).

Par exem
ple l'ensem

ble des relations entre {a,b} et {0,1} est :

{a,b}
↔

{0,1} = {
∅

, 

{(a,0)}, {(a,1)}, {(b,0)}, {(b,1)},

{(a,0), (a,1)}, {(a,0), (b,0)}, {(a,0), (b,1)}, {(a,1), (b,0)}, {(a,1), (b,1)},
{(b,0), (b,1)},

{(a,0), (a,1), (b,0)}, {(a,0), (a,1), (b,1)}, {(a,0), (b,0), (b,1)}, {(a,1), (b,0),
(b,1)},

{(a,0), (a,1), (b,0), (b,1)}}

U
n élém

ent de l'ensem
ble des relations est une rela

tio
n par exem

ple : R
 = {(a,0),

(a,1), (b,0)} ∈∈∈ ∈
  X

 ↔↔↔ ↔
 Y

Soient les ensem
bles :

•
C
onducteurs = {helen, indra, jim

, kate}

•
V

oitures = {alfa, beetle, cortina, delorean}

La relation C
onduire ∈

 C
onducteurs ↔

 V
oitures 

C
onduire = {(helen, beetle), (indra, alfa), (jim

, beetle), (kate, cortina)} 
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N
ous pouvons définir le d

o
m
a
in
e d'une relation R

 entre X
 et Y

 com
m

e étant : 

d
o
m

 R
 = {x:X

, y:Y
 | (x,y) ∈

 R
 • x}

N
ous pouvons définir l'im

a
g
e d'une relation R

 entre X
 et Y

 com
m

e étant : 

r
a
n R

 = {x:X
, y:Y

 | (x,y) ∈
 R

 • y}

Sur notre exem
ple :

•
dom

 conduire = {H
elen, Indra, Jim

, K
ate}

•
ran conduire = {A

lfa, B
eetle, C

ortina}

Il existe une relation particulière d'un ensem
ble X

 vers lui m
êm

e qui a tout élém
ent

associe lui m
êm

e cette relation est la r
ela

tio
n
 id

en
tité :

id X
 == {x: X

 • (x,x)} 

Par exem
ple Id C

onducteurs = {(H
elen, H

elen), (Indra, Indra), (Jim
, Jim

), (K
ate,

K
ate)}

U
n relation R

 possède une rela
tio

n
 in

v
er
se R

~ définie com
m

e suit  : ∀
 x:X

, y:Y
 •

(x,y) ∈
 R

~  ⇒
 (y,x) ∈

 R

U
ne relation peut posséder ou ne pas posséder certaines propriétés :

•
R
éfle

x
iv
e

L'ensem
ble des relations R

éflexives de X
 vers X

 est défini com
m

e suit :
R

eflexive[X
] == {R

: X
 ↔

 X
 | id X

 ⊆
 R

} ou plus sim
plem

ent une
relation R

 est réflexive ssi ∀
 x : X

 • (x , x) ∈
 R

.
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Par exem
ple la relation ≤ sur les entiers est réflexive et la relation < ne

l'est pas.

•
S
y
m
é
tr
ie

L'ensem
ble des relations Sym

étriques de X
 vers X

 est défini com
m

e suit
: Sym

étrique[X
] = {R

 : R
: X

 ↔
 X

 | ∀
 x,y : X

 • (x,y) ∈
 R

 ⇒
 (y,x) ∈

 R
}

Si le couple (x,y) appartient à la relation alors (y,x) aussi.

Par exem
ple R

={(1,2), (2,1), (3,1), (1,3)} est sym
étrique m

ais n'est pas
réflexive par contre R

 ∪
 {(1,1), (2,2), (3,3)} est sym

étrique et réflexive.

•
A
n
tisy

m
étriq

u
e

L'ensem
ble des relations A

ntisym
étriques de X

 vers X
 est défini com

m
e

suit : A
ntisym

étrique[X
] = {R

 : R
: X

 ↔
 X

 | ∀
 x,y : X

 • (x,y) ∈
 R

 ∧
 (y,x)

∈
 R

 ⇒
 x=y}

Par exem
ple la relation ⊆

 est antisym
étrique : s ⊆

 t ∧ t ⊆
 s ⇒

 s = t

Soit H
ouse = {Louise, M

artin, N
atalie}

Soit Likes = {(Louise, Louise), (M
artin, M

artin), (N
athalie, N

athalie), (Louise,
M

artin), (M
artin, M

athalie)}

 C
ette relation n'est pas la relation identité, elle est réflexive, elle n'est pas réflexive,

elle n'est pas antisym
étrique.

    

Les relations peuvent être co
m
p
o
sée

s, la com
posée de deux relations peut être notée

« ; » ou « o ». Si R
 ∈

 X
 ↔

 Y
 et S ∈

 Y
 ↔

 Z
 alors  (x,y) ∈

 R
; S ⇔

 ∃ y : Y
 • (x,y) ∈

 R
∧ (y,z) ∈

 S.
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La com
position de deux relations peut être ou ne pas être T

ra
n
sitiv

e.  L'ensem
ble des

relations T
ransitives de X

 vers X
 est défini com

m
e suit : T

ransitive[X
] = {R

 : R
: X

 ↔
X

 | ∀
 x,y,z : X

 • (x,y) ∈
 R

 ∧
 (y,z) ∈

 R
 ⇒

 (x,z) ∈
 R

}.

Par exem
ple la relation < est transitive : Si x < y et y < z alors x < z.

U
ne rela

tio
n
 d
'éq

u
iv
a
len

ce est définie com
m

e suit : E
quivalence[X

] = R
éflexive[X

]
∩

 Sym
étrique[X

] ∩
 T

ransitive[X
]. 

Par exem
ple la relation = est une relation d'équivalence :

•
Q

uelque soit x, x=x 

•
Q

uelque soit x et y si x=y alors y = x

•
Q

uelque soit x, y, et z si x=y et y=z alors x=z

La com
position de relation perm

et d'introduire la notion de ferm
etu

re :

•
La ferm

etu
re
 r
éfle

x
iv
e de R

 est notée  R
r = R

 ∪
 Id X

Par exem
ple <

r = ≤

•
La fer

m
e
tu
re
 sy

m
étriq

u
e R

s = R
 ∪

 R
~

•
Les copies m

ultiples :

•
R

1 = R

•
R

2 = R
 ; R

•
...

•
R

n = R
; ... ;R

 (n fois) 

•
R

+ = ∪
 {n: ℵ

 | n ≥ 1 • R
n} la fer

m
etu

re
 tra

n
sitiv

e 

•
R

* = R
+ ∪

 Id X
 la ferm

e
tu
re
 tra

n
sitiv

e
 réflex

iv
e.

Par exem
ple soit direct la relation donnant un trajet direct entre deux villes : direct

={(singapour, londre), (londre, singapour), (singapour, perth), (londre, san francisco),
(san francisco, londre)} au passage vous noterez que l'on ne peut pas repartir de perth.

direct; direct = {singapour, singapour), (singapour, san francisco), (londre, londre),
(san francisco, singapour), (londre, perth), (san francisco, san francisco)} 

C
e sont les villes accessibles via  deux vols.
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direct; direct; direct = {(singapour, londre), (londre, san francisco), (londre,
singapour), (san francisco, londre), (san francisco, perth)}

direct 4=direct 2

direct 5=direct 3

direct +={(singapour, singapour), (singapour, londre), (singapour, san francisco),
(singapour, perth), (londre, singapour), (londre, londre), (londre, san francisco),
(londre, perth), (san fransisco, singapour), (san francisco, londre), (san francisco,
san_francisco), (san francisco, perth)} Soit l'ensem

ble des trajets possibles entre deux
villes.

direct* = direct+ ∪
 {(perth,perth)}

Enfin nous pouvons aller de perth à perth.

E
x
ercice 2

3

Soit la relation R
 = {(1,a), (1,c), (2,a), (2,c), (3,b), (3,c)}

D
onner :

1.
sa représentation graphique, 

2.
le dom

aine et l'im
age.

E
x
ercice 2

4

Pour chacune des relations suivantes sur ℵ
, énum

érez les paires satisfaisant la
relation.

1.
R

={x: ℵ
, y:ℵ

 | 2x+y=9}

2.
S={x: ℵ

, y:ℵ
 | x+y < 7}

E
x
ercice 2

5

Soit R
 la relation définie sur l'ensem

ble {1,2,3,4} par u R
 v ssi u+2v est im

pair.
R

eprésentez R
 de chacune des m

anières suivantes :
1.

ensem
ble de paires

2.
form

e graphique
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Q
uelles sont les propriétés vérifiées par cette relation ? 

E
x
ercice 2

6

Parm
i les relations suivantes sur l'ensem

ble des personnes, déterm
inez lesquelles sont

réflexives, sym
étriques ou transitives :

1.
a le m

êm
e parent que

2.
est frère de

3.
est plus âgé ou plus jeune que

4.
est au m

oins aussi intelligent que

E
x
ercice 2

7
  

Pour les relations sur Z
 définies par les prédicats suivants. D

ans chacun des cas
déterm

inez si la relation est réflexive, sym
étrique ou transitive.

1.
x+y est un entier im

pair

2.
x+y est un entier pair

3.
xy est un entier im

pair

4.
x+xy est un entier pair

E
x
ercice 2

8

Pour chacune des relations suivantes sur l'ensem
ble {x: Z

 | 1 ≤ x ≤ 12}, énum
érez les

paires ordonnées satisfaisant la relation :

1.
R
 = {x:Z, y:Z

 | xy = 9 ∧
 1 ≤ x ≤ 12 ∧

 1
 ≤

 y
 ≤

 1
2}

2.
S={x:Z, y:Z

 | 2x = 3y ∧
 1 ≤ x ≤ 12 ∧

 1
 ≤

 y
 ≤

 1
2}

1.
la ferm

eture transitive de R

2.
la ferm

eture transitive de S

E
x
ercice 2

9
 

C
hacune des propositions suivantes définit une relation sur l'ensem

ble indiqué. Pour
chaque cas de figure, décrivez en m

ots ce que serait la ferm
eture transitive.

1.
x est d'un an plus âgé que y sur l'ensem

ble des personnes.

2.
x = 2y sur l'ensem

ble des entiers naturels.

3.
x <y sur l'ensem

ble des nom
bres réels

4.
x est fille de y sur l'ensem

ble de toutes les fem
m

es.
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E
x
ercice 3

0
 (A

lg
èb
re rela

tio
n
n
elle)

U
ne algèbre perm

ettant de raisonner sur des relations avec des opérateurs qui
prennent en entrée une ou plusieurs relations (tables) pour produire une nouvelle
relation (table).

C
inq opérations de bases (pour exprim

er nos questions des requêtes) :

•
opérations unaires : sélection, projection

•
opérations binaires : union, différence, produit cartésien.

Plus d'autres opérations que nous ne verrons pas : jointure, intersection et division.

L
a
 p
ro
jectio

n perm
et de choisir les colonnes (les attributs que l'on souhaite garder) :

par exem
ple pour la relation R

 com
posée des attributs A

,B
,C

 : 

R
A

B
C

a
b

c

d
a

b

c
b

d

a
b

e

e
e

a

ΠΠΠ Π
 A

,B  R
A

B

a
b

d
a

c
b

a
b

e
e

Soit encore graphiquem
ent :
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ΠΠΠ Π
 A

,B  R

|

ΠΠΠ Π
 A

,B

|R

La sélection qui nous perm
et de choisir des lignes (des tuples), la sélection avec la

condition C
 sur R

 est notée σ
C  (R

).

 σ
Α

= 'a' ∨  B
='a'  (R

)
A

B
C

a
b

c

d
a

b

a
b

e

Soit encore graphiquem
ent :

σ
Α

= 'a' ∨  B
='a'  (R

)

|

σ
Α

= 'a' ∨  B
='a'  

|R

L
e p

ro
d
u
it C

a
rtésien de R

(A
1 , ..., A

n ) S(B
1 , ..., B

k ) est noté T
(A

1 , .., A
n , B

1 , ..., B
k ) =

R
 x S. O

ù T
 représente l'ensem

ble de tous les nuplets ayant n+k attributs, dont les n
prem

iers com
posant form

ent un tuple de R
 et les k derniers un tuple de S.

R
em

 : pour réaliser un produit cartésien, le nom
 des attributs doit être différent.

Par exem
ple :
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R
A

B
S

C
D

E

1
1

a
b

a

1
2

a
b

c

3
4

R
x

S
A

B
C

D
E

1
1

a
b

a

1
1

a
b

c

1
2

a
b

a

1
2

a
b

c

3
4

a
b

a

3
4

a
b

c

Soit encore graphiquem
ent :

R
x

S|x

/
\

R
 

S

Le renom
m

age qui perm
et de renom

m
er un ensem

ble d'attributs, pour rem
placer le

nom
 de l'attribut A

 par l'attribut B
 dans la relation R

, nous noterons : T
 = ρ

A
→

B  R
 

 Par exem
ple si R

(B
,C

,D
) alors  T

(A
,C

,D
) = ρ

A
→

B  R
 

Si nous reprenons l'exercice 21, nous avions les relations :
•

Etudiant(edu-num
, edu-nom

, edu-pre)
•

V
oiture(V

oi-num
, Edu-num

, V
oi-m

ar)

1.
N

um
éro des voitures de m

arque Peugeot.
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Π
voi-num  σ

voi-m
ar='Peugeot'  V

oiture
2.

N
um

éro des étudiants ayant le m
êm

e num
éro que l'un de leurs num

éros de
voitures.
Π

edu-num  σ
voi-num

=edu-num  V
oiture 

3.
N

om
s et Prénom

s des étudiant qui ont une voiture.
Π

edu-nom
, edu-pre σ

du-num
2=edu-num

 Etudiant x (ρ
 edu-num

2
→

edu-num  V
oiture) 

4.
N

om
s des étudiants qui possèdent une voiture d'une m

êm
e m

arque qu'un
autre étudiant. 
Π

edu-nom  σ
edu-num

2
= edu-num

 Etudiant x Π
edu-num

2 σ
edu-num

2
≠ edu-num

 ∧
 voi-

m
ar2=voi-m

ar  V
oiture x  (ρ

voi-num
2

→
voi-num

, edu-num
2

→
edu-num

, voi-m
ar2

→
voi-m

ar

V
oiture)

C
om

m
e nous avons pu l'observer faire un renom

m
age avant de réaliser un produit

cartésien suivit d'une sélection n'est pas pratique, pour pouvoir garder les élém
ents de

deux relations qui ont une valeur d'attribut en com
m

un, un autre opérateur peut être
utilisé : la jo

in
tu
re
 n
a
tu
relle.

Par exem
ple la jointure naturelle de R

 et de S est notée R
 �

�
 S :

R
A

B
C

S
B

C
D

a
b

c
b

c
d

d
b

c
b

c
e

b
b

f
a

d
b

c
a

d

R
�
�

�
�

�
�

�
�

 S
A

B
C

D

a
b

c
d

a
b

c
e

d
b

c
d

d
b

c
e

c
a

d
b

La requête trois peut m
aintenant être exprim

ée com
m

e suit :
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Π
edu-nom

, edu-pre  Etudiant  �
�
 

V
oiture 

Exprim
er les requêtes de l'exercice 22 :

Soit les schém
a :

•
Film

s(Titre, M
etteur-en-scene, A

cteur)

•
Lieu(C

inem
a, A

dresse, N
o-T

elephone)

•
Pariscope(C

inem
a, T

itre, H
eure)

Exprim
er les requêtes suivantes :

1.
Q

ui a dirigé M
etropolis

2.
A

dresse et num
éro de téléphone du ciném

a le 'Studio'

3.
Salles où on peut voir un film

 de T
ruffaut

4.
A

dresses des ciném
as m

ontrant un T
ruffaut

5.
Q

uels film
 de T

ruffaut ne passent pas au ciném
a (vous pouvez utiliser la

différence)
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F
o

n
ctio

n
s 

R
a
p
p
els :

Les fonctions sont des relations particulières qui a un élém
ent du dom

aine associe un
élém

ent im
age unique.

R
 ∈

 {1} ↔
 {1,2} et R

 = {(1,1), (1,2)}

n'est pas une fonction.

R
 ∈

 {1,2} ↔
 {1,2} et R

 = {(1,1)}

est une fonction partielle

R
 ∈

 {1} ↔
 {1,2} et R

 = {(1,1)}

est une fonction totale

Plus form
ellem

ent 

•
les fo

n
ctio

n
s p

a
r
tie

lle
s sont définies com

m
e suit : 

X
 -|-> Y

 = {f : X
 ↔

 Y
 | ∀

 x: X
; y1,y2: Y

 • (x,y1) ∈
 f  ∧

  (x,y2) ∈
 f ⇒

y1=y2}

•
les fo

n
ctio

n
s to

ta
les sont définies com

m
e suit :

X
 →

 Y
 = { f: X

 -|-> Y
 | dom

 f = X
}

B
ien évidem

ent les fonctions peuvent être dotée de propriétés :

•
in
jectiv

e
 

fonction partielle injective : A
 >-|-> B

 = {f: A
-|->B

 | ∀
 x1, x2: dom

 f •
f(x1) = f(x2) ⇒

 x1=x2}

fonction totale injective : A
 >-> B

 = (A
 →

 B
)  ∩

  (Α
 >

−
|−

>
 Β

)

•
su
rjec

tiv
e

fonction partielles surjectives : A
-|->> B

 = {f: A
 -|-> B

 | ran f  =  B
}

fonction totales surjectives : A
 ->> B

 = (A
 →

 B
)  ∩

  (Α
−

|−
>

>
Β

)

•
b
ijectiv

e

fonction partielles bijectives : A
 >-|->> B

 =  (Α
 >

−
|−

>
 Β

) ∩
  (Α

−
|−

>
>

Β
)

fonction totale bijectives : A
 >-->> B

 = (A
 →

 B
)  ∩

   (A
 >-|->> B

) 
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P
rin

c
ip
e
 d
es tir

o
irs : Si f: A

 →
 B

 est une fonction totale où A
 et B

 sont des
ensem

bles finis, si |A
| > k |B

| avec k entier strictem
ent positif alors certaines valeurs

de f se répètent au m
oins k+1 fois.

E
x
ercice 3

1

Soit R
 la relation entre les ensem

bles {1,2,3} et {1,2,3,4} définie par 

R
 = {(1,1), (2,3), (2,4), (3,1), (3,4)} et

S la relation entre les ensem
bles {1,2,3,4} et {1,2} définie par

S= {(1,1), (1,2), (2,1), (3,1), (4,2)}

1.
R
 et S sont-elles des fonctions ?

2.
C

alculer R
~ (R

-1) et S
~ 

3.
C

alculer R
;S (S

°R
)

4.
V

érifier que ( R
 ; S ) ~ = S

~ ; R
~

E
x
ercice 3

2
 

R
 désigne la relation est parent de et

S désigne la relation est un frère de 

sur l'ensem
ble de toutes les personnes.

Q
ue décrivent :

1.
R

~

2.
S

~

3.
S;R

4.
R

~;S
~

5.
R
;R

E
x
ercice 3

3

Soient

A
 = {0, 2, 4, 6}

B
 = {1, 3, 5, 7}

Soient
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R
1 = {(6,3), (2,1), (0,3), (4,5)}

R
2 = {(2,3), (4,7), (0,1), (6,5)}

R
3 = {(2,1), (4,5), (6,3)}

R
4 = {(6,1), (0,3), (4,1), (0,7), (2,5)}

C
om

pléter le tableau suivant :

F
c

p
a
rtiell

e

F
c

to
ta

le

In
jectio

n

p
a

rtiell

e

In
jcetio

n
 to

ta
le

S
u

rjecti

o
n

p
a

rtiell

e

S
u

rjec
ti

o
n

to
ta

le

B
ijectio

n

p
a
rtiell

e

B
ije

ctio

n
 to

ta
le

R
1

R
2

R
3

54

E
x
ercice 3

4

1.
C
om

bien de fois faut-il lancer un dé pour être certain d'obtenir deux fois le
m

êm
e chiffre ?

2.
C
om

bien de fois faut-il lancer deux dés pour être certain d'obtenir le m
êm

e
total au m

oins deux fois.

3.
C
om

bien de cartes faut-il tirer d'un paquet de 52 cartes pour être certain d'en
tirer au m

oins deux de la m
êm

e couleur ?

4.
C
om

bien de cartes faut-il tirer d'un paquet de 52 cartes pour être certain d'en
tirer au m

oins quatre de la m
êm

e couleur ?
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